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Über die regulären duo-Elemente in Gruppoid-Verbänden 
Von OTTO STEINFELD in Budapest 
Ein assoziativer Ring (eine Halbgruppe) A heißt regulär, wenn für jedes Element 
a von A gilt: 
a£aAa. 
Die folgende Charakterisierung stammt von L. K O V Á C S [ 2 ] : Ein assoziativer 
Ring (eine Halbgruppe) A ist dann und nur dann regulär, wenn für jedes Linksideal 
L und Rechtsideal R von A 
RL = Rf\L 
gilt. 
Unter einem duo-Ring (einer duo-Halbgruppe) verstehen wir einen assoziativen 
Ring (eine Halbgruppe), dessen (deren) alle einseitigen Ideale zweiseitige Ideale 
sind1). 
In den Arbeiten [3] , [4] , hat S . LAJOS die regulären duo-Ringe (-Halbgruppen) 
folgenderweise charakterisiert: Für einen assoziativen Ring (eine Halbgruppe) A 
sind die folgenden Bedingungen äquivalent: 
(a) A ist regulär und duo; 
(ß) der Durchschnitt und das Produkt irgendwelcher Linksideale L1 und L2 
von A stimmen überein, und dasselbe gilt für irgendwelche Rechtsideale und 
R2von A; 
(y) für alle Linksideale L und Rechtsideale R von A besteht Li)R = LR. 
Wir werden diese Charakterisierungen für die Elemente gewisser teilweise ge-
ordneten Gruppoide verallgemeinern. 
Ein teilweise geordnetes Gruppoid ( L ; s ) nennen wir einen Gruppoid-Verband, 
wenn L bezüglich seiner teilweise Ordnung S einen vollständigen Verband (Z,; A, V ) 
bildet, in dem die Bedingungen 
(1) a2 Sa (für jedes a£L) 
Diese Begriffe sind englisch "duo ring" bzw. "duo semigroup'" genannt. Siehe E. H. FELLER 
[ 1 ] u n d S . L A J O S [4] . 
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und 
(2) O- e = e - 0 = 0 
erfüllt sind, wobei 0 und e das kleinste bzw. das größte Element von L bezeichnen. 
Mit L bezeichnen wir stets einen Gruppoid-Verband. 
Wir sagen, daß das Element b von L ein Absorbent des Elementes a von L ist, 
wenn 
(3) b ^ a 
und 
(4) a b ^ b , b a S b -
bestehen. Das Element b heißt ein Linksabsorbent (Rechtsabsorbent) von a, wenn 
(3) und (4 t ) [(3) und (42)] gelten. 
Ein Element k von L heißt ein Quasiabsorbent von a(£L), wenn 
(5) k^a und kahak S k 
bestehen. 
Diese Begriffe wurden in unserer Arbeit [5] definiert. 
B e h a u p t u n g 1. Der Durchschnitt rhl eines Rechtsabsorbenten r und eines 
Linksabsorbenten l.des Elementes a von L ist ein Quasiabsorbent von a. 
B e i s p i e l e 1. Definiert man das Produkt 2J-C der Unterringe B, C eines 
assoziativen Ringes A als denjenigen Unterring von A, der durch alle Elemente 
bc {b£B\ c£C) erzeugt ist, so bildet die Menge aller Unterringe von A einen Grup-
poid-Verband Ll bezüglich dieser Multiplikation und des mengentheoretischen Ent-
haltenseins. Der aus dem Nullelement bestehende Unterring von A ist das kleinste 
Element des Gruppoid-Verbandes Lv, und A ist sein größtes Element. Die Links-, 
Rechts- und Quasiabsorbenten des Elementes A von L sind die Links-, Rechts- und 
Quasiidealen des Ringes A. 
2. Es sei H 0 eine Halbgruppe mit Nullelement 0. Ähnlich zu dem vorigen 
Beispiel bildet die Menge aller Unterhalbgruppen mit 0 von H0 einen Gruppoid-
Verband L2 - Die Links-, Rechtsund Quasiideale von H0 werden in L2 die Links-, 
Rechtsund Quasiabsorbenten des Elementes H0 von L2. 
Ein Element a des Gruppoid-Verbandes L heißt duo-Element, wenn alle Links-
absorbenten und alle Rechtsabsorbenten von a Absorbenten von a sind. 
Von jetzt an schreiben wir je eine bedingte Assoziativitäts- bzw. Distributivitäts-
regel vor, die zu unseren Untersuchungen nötig sind. 
V o r a u s s e t z u n g (A). Sind k t , k2 und k3 Quasiabsorbenten des Elementes a 
von L, so sei 
(klk2)k3 = k1(k2k3). 
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V o r a u s s e t z u n g (D„). Für das Element a von L seien die Distributivitäts-
regeln 
kl(k2\/ k2a) = /c, k2\ki(k2a) und = k2kl\/(k2a)k1, 
kl(k2\Zak2) = ktk2\/ k^akj und (k2\/ak2)kl = k2ky\/ (ak^ky 
für alle Qüasiabsorbenten ky und k2 von a erfüllt. 
Es ist nicht schwer zu zeigen, daß die Voraussetzungen (A) und (D„) in den 
Gruppoid-Verbänden Lv und L2 erfüllt sind. 
V o r a u s s e t z u n g (K). Für jeden Rechtsabsorbenten r und Linksabsorbenten / 
des Elementes a von L gelte rl = rAI. 
In der Arbeit [5] haben wir ein Element a von L regulär genannt, falls a die 
Voraussetzungen- (A), (D„) und (K) erfüllt. 
Der folgende Satz verallgemeinert und ergänzt die erwähnten Ergebnisse von 
S. Lajos [3], [4]. 
S a t z . Sind die Voraussetzungen (A) und (D„) für das Element a des Gruppoid-
Verbandes L erfüllt, so sind die folgenden Bedingungen äquivalent: 
(i) a ist regulär und duo; 
(ii) für jede Qüasiabsorbenten k t , k2 von a gilt kt 
(iii) für jede Linksabsorbenten lx, l2 und Rechtsabsorbenten r{, r2 von a bestehen 
h^h = und rlAr2 = rlr2-, 
(iv) für jeden Qüasiabsorbenten k von a gelten 
(kyka)2 = kVak und (k\Jak)2 =k\Jka\ 
(v) für jeden Linksabsorbenten l und Rechtsabsorbenten r gilt Ihr = Ir. 
Zum Beweis des Satzes benützen wir die folgende Umkehrung der Behauptung 1. 
B e h a u p t u n g 2. Jeder Quasiabsorbent k des regulären Elementes a von L ist 
in der Form 
k = rM = rl 
darstellbar, wo r und l einen geeigneten Rechtsabsorbenten bzw. Linksabsorbenten von 
a bezeichnen. 
B e w e i s . Infolge der Voraussetzungen (A) und (D„) bezeichnen die Elemente 
/ = k\Jak und r = k\/ka den durch den Qüasiabsorbenten k erzeugten Links-
absorbenten bzw. Rechtsabsorbenten von a. (Siehe die Arbeit [5].) Andererseits 
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besteht wegen der Voraussetzungen (K), (A), (D„) und wegen (5) 
k S (k\/-ka)A(ky ak) = rAI = rl = (kykä){k\Jak) = 
= k2\J (ka)kV k(ak)V (ka)(ak) == kaAak k, 
woraus Behauptung 2 folgt. 
Bewe i s d e s S a t z e s . (i)=>(ii). Nach Behauptung 2 bestehen kt = rlAll und 
k2 — r2A¡2 mit geeigneten Rechtsabsorbenten r , , r2 und Linksabsorbenten l i , l2 
von a. Da das Element a duo ist, sind die Quasiabsorbenten kA = rlAll und k2 = 
= r2Al2 von a Absorbenten von a. Dieses und die Voraussetzung (K) implizieren (ii). 
Die Implikationen (ii)=>(iii) und (ii)=>(v) gelten trivialerweise. 
• (ü)=>.(iv). Infolge (ii) gilt ka = ak — aAk — k für jeden Quasiabsorbenten k 
von a, woraus wieder wegen (ii) 
(k\J ka)2 = k\J ka = k = k\J ak und (k\l ak)2 = k\J ak = k = kV ka 
folgen. 
Wir haben noch die Implikationen (iii)=>(i), (iv)=>(i) und (v)=>(i) zu zeigen. 
(iii)=>(i). Im F a l l e / 2 = a f o l g t / , a = / j A a = /, aus(iii), d .h. jederLinksabsorbent 
/, von a ist ein Rechtsabsorbent von a. Ähnlich sieht man ein, daß jeder Rechts-
absorbent r2 von a ein Linksabsorbent von a ist. So ist a ein duo-Element von L. 
Dieses und Bedingung (iii) sichern die Regularität des Elementes a. 
Ganz ähnlich kann man die Implikation (v)=>(i) einsehen. 
(¡v)=>(i). Ist / ein Linksabsorbent von a, so bekommt man aus (iv) 
la S Nla = (Nal)2 ^ l2 ri I. 
Dieses bedeutet, daß / ein Rechtsabsorbent von a ist. 
Dualerweise sieht man ein, daß jeder Rechtsabsorbent von a auch ein Links-
absorbent von a ist. 
Um die Regularität von a zu zeigen, betrachten wir einen Rechtsabsorbenten r 
und einen Linksabsorbenten / von a. Da das Element a duo ist, sind die Elemente r, 
1 und rAl Absorbenten von a. So bekommt man 
rAI = (rAl)V(rAI)a = (rAl)Wa(rAI). 
Dieses und Bedingung (iv) implizieren rAI — (rAl)2 S rl, womit die Regularität 
von a bewiesen ist. 
Damit ist der Beweis beendet. 
B e m e r k u n g . Spezialisiert man den Satz für die regulären duo-Ringe und 
duo-Halbgruppen, so liefern die Bedingungen (ii) und (iv) nach unserem Wissen 
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n e u e C h a r a k t e r i s i e r u n g e n dieser S t r u k t u r k l a s s e n . W i r m ö c h t e n hier n u r d a s f o l g e n d e 
K o r o l l a r e r w ä h n e n : 
Ein assoziativer Ring (eine Halbgruppe) A ist dann und nur dann regulär und duo, 
wenn jede Quasiideale Kx, K2 von A die Bedingung Kx H K2 = K2 erfüllen. 
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